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Résumé :  
Ce travail présente une approche numérique de l’amorçage et de la propagation de fissure en mode mixte 
dans un milieu viscoélastique. Le modèle numérique couple un algorithme de résolution du comportement 
viscoélastique à l’intégrale Mθ permettant le découplage de mode en termes de factur d’intensité de 
contrainte et de taux de restitution d’énergie. L’application numérique repose sur l’utilisation d’une 
éprouvette 2MCG permettant, à la fois, d’avoir différents taux de mode mixte et une stabilité de la 
propagation de fissure. Implémenté dans un code aux éléments finis, l’algorithme général permet de 
modéliser la propagation du front de fissure en simulant la décohésion progressive des lèvres dans une zo  
dégradée appelée zone d’élaboration. Sa taille est redéfinie en prenant en compte un champ de contrainte de 
mode mixte dans la zone singulière autour du front de fissure. Enfin, la vitesse de propagation est 
déterminée par un calcul dichotomique de l’incrément de temps nécessaire à la progression de la fissure. 
Abstract: 
This work deals with a numerical approach about the crack initiation and the crack growth in a viscoelastic 
media for mixed mode configurations. This numerical model couples a resolution algorithm for viscoelastic 
behaviour and the Mθ integral allowing mixed mode uncoupling in terms of stress intensity factors and 
energy release rate. The numerical application is ba ed on the 2MCG specimen allowing, in the same tim, 
different mixed mode ratios and a crack growth stabili y. The algorithm, implemented in a finite element 
software, allows to model the crack tip advance by taking into account the crack lip decohesion in the
process zone. It size is redefined with complex stres  fields in the crack tip vicinity. Finally, the crack growth 
speed is evaluated by operating a dichotomy resolution in the time step increment required at the crack tip 
advance.  
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1 Introduction 
L’utilisation grandissante des polymères ou composites en ingénierie nécessite de mieux comprendre le 
comportement de ces matériaux. Ces polymères composites sont souvent caractérisés par un comportement 
viscoélastique doublé de symétries matérielles orthotropes. Ils sont mise en œuvre afin d’adapter leurs 
propriétés mécaniques vis-à-vis des sollicitations imposées. Dans ces conditions, les directions de faiblesse 
sont le siège d’endommagement et de microfissures. Dans un contexte de durabilité, il est primordial de 
maîtriser les cinétiques d’évolution des défauts. Dans ce cas, nous proposons une approche numérique et 
expérimentale afin d’appréhender les cinétiques d’amorçage et propagation de fissure dans un matériau 
viscoélastique orthotrope. 
Le comportement viscoélastique, dissipatif par nature, nécessite d’utiliser des approches énergétiques en 
mécanique de la rupture. Le caractère orthotrope néc ssite également un découplage des modes de rupture 
dans le cas de chargements et géométries complexes. Ainsi, il est proposé un outil de propagation numérique 
intégrant les phases d’amorçage et de propagation de la fissure dans les matériaux viscoélastiques. Le 
formalisme analytique repose sur l’intégralθM , généralisée par Moutou Pitti [1] [2], permettant de séparer 
les modes de rupture pendant le processus de propagation. Le support géométrique utilisé est l’éprouvette 
2MCG (Mixed Mode Crack Growth) développée par Moutou Pitti et al. [3] [4] en s’inspirant des avantages 
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procurés par les éprouvettes DCB (Double Cantilever Beam) à inertie variable [5] et CTS (Compact Tensio  
Shear) [6]. Cette éprouvette permet une propagation s able de la fissure en déplacement et force imposés, et 
ce, pour différentes configurations de mode mixte [3]. Le processus de propagation fait appel à une 
généralisation de la présence d’une zone d’élaboration proposée initialement par Schapery [7], en 
considérant un champ mécanique local induit par la mixité.  
A partir des théorèmes de conservation énergétiques et une combinaison des champs mécaniques réels et 
virtuels, les bases du développement de l’intégrale indépendante θM en propagation viscoélastique 
orthotrope sont rappelées dans la première partie. Ensuite, la géométrie de l’éprouvette 2MCG est décrite. 
L’algorithme d’amorçage et de propagation viscoélastique est basé sur un critère énergétique. L’avancée du 
front de fissure se faisant dans la zone d’élaboration, un calcul par dichotomie permet de déterminer le temps 
de propagation correspondant et donc la vitesse de propagation. Enfin, nous proposons une application 
numérique permettant d’évaluer le taux de restitution d’énergie durant la phase de propagation de fissure. 
L’exemple présenté repose sur un chargement de modeixt .  
2 Rappel de l’intégrale Mθ en propagation 
Sur la base des travaux de Chen et Shield [8], Moutou Pitti et al. [1] ont proposé une généralisation de 
l’intégrale M adaptée à la propagation de fissure dans des matériaux dont le comportement dépend du temps. 
L’intégrale M reposant sur un domaine d’intégration curviligne, l’utilisation de la méthode des éléments finis 
classique (écriture en déplacement) imposerait des int rpolations des champs de contraintes des points 
d’intégrations vers les nœuds. Nous préférons utiliser la forme Mθ utilisant un domaine d’intégration 
surfacique. Le contour surfacique Ω est défini artificiellement par le champ θ
r
initialement développé par 




























FIG. 1 – Domaine d’intégration numérique 
Le comportement viscoélastique fait appel à un modèle e Kelvin Voigt Généralisé. Dans une approche 
énergétique, ce modèle permet d’identifier la part d’énergie libre restituable dans chaque ressort. Ainsi, 
l’intégrale θM  est définie par sa partition générée par chaque pième  ressort : 
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 (1)  
( )upij )(σ  et ( )vpij )(σ  représentent respectivement les contraintes réelles t virtuelles dans le ièmep  ressort du 
modèle rhéologique dont les déplacements respectifs associés sont )( piu  et 
)( p
iv . 
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CG ⋅=  (3) 
)(1 p
vG  et 
)(2 p
vG  sont la part de mode I et de mode II du taux de restitution d’énergie propre au  
ièmep  ressort. 
)(
1
pC  et )(2
pC  sont les complaisances viscoélastiques associées. Ainsi, le taux de restitution d’énergie, pour 
l’ensemble du modèle, est donné par les sommations suivantes : 
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3 Eprouvette 2MCG 
L’éprouvette 2MCG [1] [3], figure 2, résulte d’une part d’un compromis entre les éprouvettes DCB [5] à 
inertie variable et CTS [6] et d’autre part, de l’observation d’une plage de stabilité du taux de restitution 
d’énergie obtenue numériquement via l’intégrale θM  [3]. On pourra s’assurer, lors des essais en fluage, que 
seuls les effets viscoélastiques vont participer à l’avancer du front de fissure. La géométrie de la figure 2 est 
composée de deux bras en PVC fixés sur une éprouvette bois munie d’une longueur de fissure initiale de 20 
mm. Sur les bras en PVC différents perçages permettent d’aligner la force F  et sa résultante avec un angle 
























FIG. 2 – Eprouvette 2MCG  
4 Algorithme d’amorçage et de propagation viscoélastique 
4.1 Critère de propagation et zone d’élaboration 
En s’inspirant de l’équation (4), le critère de fissuration introduit par la fonctionnellef , dans un milieu 
viscoélastique, prend la forme suivante : 
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f β  (5) 
cG
1  et cG
2  désignent leurs valeurs critiques obtenues expérimentalement en mode I et II [1]. On supposera 
dans ce travail que le facteur de couplageβ  st égal à 1. 
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En s’inspirant de la théorie de Schapery, la longueur α de la zone d’élaboration en mode mixte est traduite 



















πα  (6) 
)(
1
mσ  et )(2
mσ  représentent la contrainte limites en traction (mode I) et de cisaillement (mode II). 
Expérimentalement, MPa7,4)(1 =
mσ  [1], et la limite en cisaillement est déduite de )(1
mσ  comme étant six 
fois plus importante ( MPa27)(2 =
mσ ). Les facteurs d’intensité de contrainte réelle I
uK  et II
uK , 
correspondant à chaque mode, sont donnés numériquement par l’équation (2) [2]. 
4.2 Algorithme de propagation viscoélastique 
La figure 3 détaille, de façon simplifiée, l’initiaon de la propagation de fissure due à la dichotomie et à 
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FIG. 3 – Algorithme d’amorçage et de propagation viscoélastique de la fissure 
• Le premier test sur f initie le critère de propagation en mode mixte en introduisant les valeurs 
critiques des taux de restitution d’énergie propres à chaque mode, équation (5). Les valeurs de vG
1 et 
vG
2  sont calculées numériquement via les équations (3) et (4). 
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• Si 1=f , on effectue deux calculs simultanés : la longueur d  la zone d’élaboration α  via l’équation 
(6), et ensuite l’incrément de tempst∆ .  
• Dans ce cas précis, si ( ) 1; =∆++ ttaf α , on amorce la propagation de fissure. Dans le cas 
contraire, on donne des valeurs à t∆ de manière à trouver le temps critique qui va déclencher la 
propagation. 
Ainsi, à chaque longueur de fissure α+= aai  et à chaque temps tt ∆+ , les paramètres de fissuration sont 
continuellement calculés jusqu’à l’instabilité finale de la fissure (rupture totale de l’éprouvette). 
5 Résultats numériques 
Les figures 4 et 5 représentent l’évolution des partitions de vG
1  et de vG
2  pour °= 45β  en fonction de la 
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FIG. 5 – Taux de restitution d’énergie en mode mixte 45° (part du mode II) 
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Globalement, on constate que les deux graphiques présentent une stabilité plus appréciable des valeurs de G  
au détriment des plages de propagation (environ 1 cm) qui deviennent de moins en moins importantes 
proportionnellement au temps de calcul qui augmente. On remarque en outre que le taux de restitution 
d’énergie en mode d’ouverture reste nettement supérieur à celui en mode de cisaillement, ce qui peut 
s’expliquer par l’orientation préférentielle de la fissure dans la direction de forte orthotropie.   
6 Conclusion 
Une méthode d’amorçage et de propagation mixte de la fissure dans les matériaux viscoélastiques 
orthotropes a été proposée. La séparation des modes de rupture a été introduite par l’intégrale θM et 
généralisée en propagation. Afin d’appliquer un chargement générant un ratio variable de mode mixte, la 
nouvelle géométrie dite 2MCG, garantissant la stabili é de la fissure durant son évolution, a été employée. 
Une nouvelle définition de la longueur de la zone d’élaboration, inspirée de la théorie de Schapery et 
jouxtant les contraintes limites en traction et cisaillement et les facteurs d’intensité de contrainte propre à 
chaque mode de rupture, a été développée. Enfin, un algorithme complet traitant de l’amorçage et de la 
propagation de fissure, a été programmé ; la vitesse de propagation étant fixée, par dichotomie. On motre 
ainsi l’efficacité du modèle à proposer une stabilité appréciable de la fissure tout en traduisant les effets 
viscoélastiques. Il reste dorénavant, à effectuer des essais expérimentaux en fluage afin de les comparer aux 
prédictions données par le modèle. 
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